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CAPITULO 1
MATRICES Y VECTORES

En las siguientes exposiciones, se distinguen con bastardillas (italicas) los conceptos que se inclu-
yen en esta primera parte que concluye conjuntamente con los CONCEPTOS BASICOS (pg 06);
cuando no se indique el nimero de la pdgina en que tales conceptos aparecen, es que ya se expli-
caron con anterioridad, lo que prevalece en todo el libro.

MATRIZ

En términos generales, una matriz es cualquier arreglo rectangular de nimeros, o de letras que los
representan, como podria ser un mes cualquiera en el calendario, toda vez que se agreguen o eli-
minen cualesquiera nimeros al inicio y/o fin del mes, para completar la forma rectangular; este
ejemplo es el caso extremo en que no es posible definir operaciones sobre los nimeros que la inte-
gran, de suerte que arrojen un resultado con significado, como si es el caso en las matrices que se
tratan en este texto, aquellas que provienen de grupos o sistermas de ecuaciones lineales (pg 03) en
que pueden establecerse o definirse operaciones que conducen a la resolucién del sistema de ecua-
ciones lineales de que se trate. Otro ejemplo podria ser los cuadros de calificacion de los diferentes
cursos de un grado cualquiera, de una institucién educativa también cualquiera, pero naturalmen-
te, las operaciones y las posibles propiedades de tales matrices son del todo diferentes a las presen-
tadas en este libro. A continuacidn, a la derecha del signo igual, se ilustra la forma en que, en este
texto, se escribe una matriz, la cual se encierra entre paréntesis rectangulares y se simboliza con
una letra mayuscula:

1 2 3 4
A=|5 6 7 8
9 10 11 12

En forma algebraica, se hace referencia a una matriz de "m" lineas por "n" columnas, de la siguiente
manera:
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Las letras dentro de los paréntesis representan valores numéricos de cualquier campo (ver CAM-
POS NUMERICOS en Apéndice 1, pg 300) y constituyen los elementos de la matriz. Parece opor-
tuno advertir que, en este texto, solamente se tratard con el campo de los nimeros reales.
Cuando se usa la segunda de las formas anteriores, mds general respecto a la primera y denomina-
da matriz algebraica, es necesario distinguir los valores que se anotan en una celda, de la posicién
de la celda misma en que se ubica tal valor, lo que se logra mediante la utilizacién de subindices
en ambos casos; el primer subindice indica la linea y el segundo la columna, que corresponden a la
posicién o celda en que el valor, muchas veces distinguido algebraicamente con los mismos sub-
indices, se ubica. Por ejemplo aps, es el valor en la posicion correspondiente a la segunda linea y
tercera columna (7 en la primera de las matrices anteriores). Sin embargo, este elemento "ap;"
podria ser trasladado a, por ejemplo, la posicion "32", ver Posicion o celda en pg 07. Las matrices
pueden tener diferente cantidad de lineas y columnas; una matriz de "m" lineas y "n" columnas es
de tamafio mxn y, cuando m=n, se dice que la matriz es cuadrada. Asi, son ejemplos de matrices,
los siguientes:

A=l"1 & 7 /-5 2+3i 43 1/8

2 -7 4 . .
3+41 2-7i
11 5 -3 B:[ . } C:[ZIS 1/7}
7 3 13 -3 4

La matriz "A" es en ¢l campo de los nimeros reales (R) y de tamano 4x3; la "B" en el campo de los
ndimeros complejos (C) y tamano 3x2; y la "C", en el campo (Q) de los nimeros racionales y cua-
drada de tamario 2.
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Para referirse a un elemento cualquiera de la matriz, en la linea "i" y columna "j" se usa la nota-
cion "a;". (ver también 1) Apéndice 2, pg 303) de modo que otra forma de escribir una matriz, por
sus elementos, es utilizando el lenguaje algebraico:

A= [a]

donde "i" varia de 1a "m"y, "j" varia de 1 a "n" para cada valor de

MATRICES Y ECUACIONES LINEALES

Una ecuacion lineal es toda ecuacién integrada por cualquier cantidad "n" de incognitas (pg 06)
(X1, X2, ...Xn) de primer grado, por ejemplo: a;x; + @X, + @sXz + ... aX, = C; también ax = c. Notese
que en ninguno de los sumandos aparecen el producto de una o mas incognitas, ni incégnitas con
exponentes diferentes de uno, ya sean fraccionarios o enteros, negativos o positivos, ni tampoco
aparecen las incdgnitas como argumentos de funciones trigonométricas, logaritmicas, exponencia-
les, etc., en cuyo caso, ya no se consideran ecuaciones lineales. Se denomina coeficientes a los
ndmeros que, en una ecuacion lineal, aparecen multiplicando a las incdgnitas y valor aislado, al
valor "c" a la derecha del signo igual en ambos ejemplos. Un sistema de ecuaciones lineales es
un conjunto finito de las mismas y puede ser no homogéneo cuando al menos una de tales ecua-
ciones en el sistema, no es igual a cero, considerdndose homogéneo al ser todas iguales a cero.

En el caso particular bajo estudio, aquel que corresponde a la resolucién de ecuaciones lineales,
una matriz se forma con los valores numéricos (coeficientes y el valor aislado cuando se incluya)
de un sistema de ecuaciones lineales; por ejemplo, sea el siguiente sisterna de ecuaciones lineales no

homogéneo.
5%, + 2x, + X; = -8
3x, + 6x, + 2x; = 18
9%, + 12x, + 3x; = 21
8, + 12x, + 4x; = 16
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Con los valores numéricos de tal sistema, pueden formarse, entonces, dos clases de matrices;

a) Matriz de coeficientes: Incluye sélo los coeficientes de las incdgnitas, ver matriz (A) si-
guiente.

b) Matriz ampliada: que incluye los wvalores aislados, separados con una linea vertical que subs-
tituye al signo igual en todas las lineas. Cuando el sistema es homogéneo, los valores aislados
son todos iguales a cero, no se escriben y tampoco la linea vertical que substituye a los sig-
nos igual, pero no debe olvidarse que estdn, ambos, al extremo derecho de la matriz. Debe
notarse, entonces, que cuando el sistema es homogéneo, las matrices de coeficientes y am-
pliada, son iguales. La matriz ampliada se ilustra como A, a continuacion.

5 2 1 5 2 1]-8

13 6 2 13 6 2|18

@ A=|g 12 3 y (® Ax=|g 12 3|21
8 12 4 8 12 416

Se trata, entonces, de obtener procedimientos numéricos (operaciones) rutinarios (algoritmos) que
permitan reducir a un minimo el tiempo, y los errores, involucrados en el cilculo de las resoluciones
(pg 06) del sistema de ecuaciones lineales representados por los elementos en la matriz, para lo que
son de medular importancia las operaciones elementales sobre sus lineas, que se presentan en
pg 08.

VECTORES

Si se define un vector como un conjunto cualquiera de nimeros, o elementos, pertenecientes
todos a un mismo campo, es posible armar vectores ordenados (con sus elementos en el estricto
orden de los coeficientes que representan) con los coeficientes de las incégnitas de ecuaciénes
lineales, incluidos o no los valores aislados. De tal manera que, los elementos incluidos en una linea
de una matriz de coeficientes, constituyen un vector que puede escribirse como una linea o como

una columna, denomindndose, en cada caso, vector linea o vector columna; por ejemplo, la ter-
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cera linea de la matriz "A" anterior, que representa a los coeficientes de una ecuacion lineal, puede
escribirse indistintamente como vector linea (a) o como vector columna (b), segin se indica a con-
tinuacion:

9
a=[9 12 3] a=(12
3

(a) (b)

ocurriendo exactamente lo mismo con los vectores linea de "A,". Asi, dos vectores son iguales,
cuando son el mismo (aunque uno se escriba como linea y otro como columna) es decir, cuando
sus elementos son los mismos y en el mismo orden, de 1zquierda a derecha en la linea y de arriba
hacia abajo en la columna. De la misma manera que las matrices, los vectores se encierran entre
paréntesis rectangulares y se representan mediante una letra mindscula en negritas, como se

ilustra en los ejemplos anteriores.

Debe tenerse presente que las columnas de una matriz cualquiera son conjuntos de nimeros, y
por ello pueden también ser consideradas como vectores columna de la matriz, vectores que no
deben confundirse con los vectores de coeficientes o ampliados expresados como columnas, razén por
la que, cuando se preste a confusion, debe expresarse claramente a qué tipo de vector se hace refe-
rencia. Asi, la expresion (1) ay, @y, ...am indica que se trata del conjunto de los "m" vectores linea,
de "n" elementos cada uno, de una matriz de tamafio mxn, expresados como lineas o como co-
lumnas, en tanto que la expresion(2) ay, ay, ...a, indica que se trata del conjunto de los "n" vecto-
res columna, de "m" elementos cada uno (que no constituyen coeficientes de ecuaciones en un
sistema de ecuaciones) de una matriz de tamano mxn, expresados como lineas o como columnas,
debiéndose destacar que la diferencia entre (1) y (2) se manifiesta por el subindice del ultimo vec-
tor, forma de expresion que serd de gran utilidad al tratar las combinaciones lineales en pg 52.
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CONCEPTOS BASICOS

A continuacién se presentan, en orden alfabético, conceptos bésicos que no han sido presentados
con anterioridad Las palabras en bastardillas (itdlicas), se refieren a definiciones que estdn incluidas
en esta misma lista o con anterioridad.

Conformidad: Dicese de dos objetos matemdticos (escalar, vector o matriz) son conformes para
una operacion entre ellos, cuando, por la cantidad y/o disposicion de sus elementos, ella es posible.
Diagonal: Elementos en la diagonal principal de una matriz cuadrada, es decir aquellos elementos
que ocupan las posiciones en que los dos subindices son iguales (a11, @2,...ann).

Elementos homologos: Elementos que en diferentes matrices o vectores, del mismo tamario,
ocupan las mismas posiciones, es decir, aquellas posiciones con idénticos subindices.

Escalar: Al trabajar con matrices y vectores, que son conjuntos de nimeros, se distingue de los
mismos (matrices y vectores) a un nimero considerado aisladamente, cualquiera sea el campo a
que pertenece, con el nombre de "escalar". Debe notarse que los coeficientes de las incognitas, las
incognitas mismas y los valores aislados, son escalares que forman parte de un vector o de una ma-
triz. En este texto, los escalares se representan generalmente con la letra "k".

Incégnitas y/o resoluciones: Son las cantidades escalares desconocidas "Xi, X2, X, ... X,", todas de
primer grado, de una ecuacién lineal o de un sistema de ecuaciones lineales. Debe notarse que las
incognitas constituyen también las resoluciones, una vez determinadas, por lo que puede considerar-
se que las incognitas, al representar a las resoluciones, son también las resoluciones mismas. En este
texto se representan generalmente con las letras finales del alfabeto, en minuscula.

Matriz diagonal (Aq): aquella matriz cuadrada cuyos elementos son todos iguales a cero, con excep-
cion de aquellos en su diagonal.

Matriz fuente: aquella de la que se derivan otra u otras matrices.

Matriz nula: aquella cuyos elementos son todos iguales a cero. Se representa con [0].

Matriz original: aquella que corresponde directamente a los valores numéricos (pg 03) de un siste-
ma de ecuaciones. Generalmente, la matriz original es también la matriz fuente para otras matrices
que se deriven de ella, y estas, pueden ser fuente de otras.
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Matriz unitaria o identidad (I): aquella matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son todos
iguales uno. Si la matriz es de tamano "n" se le simboliza como I,.

Posicion o celda: Debe mantenerse claro que una matriz (o vector) incluye celdas o posiciones
dentro de si misma, que se distinguen con subindices, pero los subindices de las celdas no cam-
bian, indican posiciones fijas, en tanto que los valores en ellas, identificados también con subindi-
ces cuando estan representados por letras (valores algebraicos) pueden tener subindices diferen-
tes a los de la posicion que ocupan; asi, la matriz "C" (de Celda, cuyas posiciones se identifican
siempre como Cjj) se usard, cuando asi convenga, para anotar en ella los valores algebraicos y atn
numéricos, resultado de operaciones con matrices fuente. Esta circunstancia, no siempre notoria,
debe mantenerse en mente, a efecto de comprender mejor las explicaciones vertidas en el texto,
particularmente en la demostracién de propiedades utilizando el lenguaje algebraico. Explicado de
otra manera, el valor algebraico de un elemento "aj" de una matriz, se ubica generalmente en la
celda o posicién "cj" que tiene los mismos subindices, pero este no es siempre el caso cuando la
matriz de que se habla es el resultado de una operacién sobre una o mas matrices.

Posiciones homodlogas Posiciones o celdas de una o mds matrices, o vectores, del mismo tamarno,
que ocupan idéntica posicién, es decir, los subindices de su posicién son iguales.

Resoluciones: Las resoluciones de una ecuacién o sistema de ecuaciones lineales, son los valores
de las incégnitas que satisfacen a la ecuacién o sistema de que se trate, es decir, son aquellos valo-
res que, al substituirlos en la ecuacién, arrojan al lado izquierdo del signo igual, el mismo valor
dado a la derecha (valor aislado) del mismo. Es muy importante notar que los valores Xy, X,,...X,
representan a los valores de las resoluciones, por lo que se denominan incognitas o resoluciones,
segun convenga.

Vector ampliado: Es aquel que, ademds de los coeficientes de las incégnitas, contiene al valor
aislado, separado, o no, de los coeficientes, mediante una linea vertical, segtin convenga.

Vector nulo o cero: aquel cuyos elementos son todos iguales a cero. Se representa con "0"
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Vectores numéricos y espaciales: Al simple conjunto de los valores numéricos (cocficientes y va-
lor aislado cuando se incluya) de una ecuacién lineal, se le distingue como vector numérico y son
los considerados en este capitulo, en que también se distinguen simplemente como "vectores”. Sin
embargo, los "n" elementos de un vector pueden también considerarse como coordenadas de un
"lugar geométrico", es decir, "puntos” en el espacio n—dimensional, o bien como componentes de
vectores a los que en fisica representamos mediante flechas, a los que se distinguird como vecto-
res espaciales y sec estudian a partir del Capitulo 5 (pg 154).

Vector unitario: aquel cuyos elementos son todos iguales a uno. Se representa con "1". Observe la
diferencia con la matriz unitaria, cuyos valores no son todos iguales a uno.

OPERACIONES ELEMENTALES SOBRE LAS LINEAS DE UNA MATRIZ

Son aquellas que, realizadas sobre los vectores linea, de coeficientes o ampliados, de una matriz,
no alteran las resoluciones del sistema de ecuaciones que la matriz representa. Dado que tales vec-
tores linea representan siempre a un sistema de ecuaciones lineales, las operaciones elementales
son aquellas operaciones que en algebra elemental se utilizan para resolver sistemas de ecuaciones
mediante el método de eliminacién de incégnitas, consistente en: multiplicar una ecuacién por
el coeficiente, en otra ecuacidn, de la incégnita a eliminar, y multiplicar esta otra ecuacién, por el
coeficiente de la misma incégnita en la primera ecuacién, obteniéndose dos nuevas ecuaciones
que, al restarse, dan lugar a una tercera ecuacién en que la incégnita queda eliminada.

Desde la aritmética elemental se acepta el axioma de que, "si de ambos lados de una igualdad se
efectian operaciones iguales, la igualdad subsiste”, axioma que permite definir las siguientes dos
operaciones elementales.

1) Si en una ecuacién cualquiera, homogénea o no, se multiplican ambos lados de la igualdad por
una constante escalar cualquiera, diferente de cero (al multiplicarla por cero, desaparece y alte-
ra las resoluciones de ella y/o del sistema al que pertenece. Como se verd e el capitulo 2) la
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igualdad se mantiene, por lo que las resoluciones de esa ecuacion y las del sistema a que perte-
nece, no varian, lo que se demuestra a continuacion: En la segunda de las siguientes ecuaciones
se muestra la primera de ellas multiplicada, en ambos lados de la igualdad, por un valor escalar
constante "K", y en la tercera, que la igualdad subsiste:

A11X1 T apXp + azXz + ... Xy = a
kajiXq + kagoXs + kagsXs + ... kagx, = ka (1)
k(allxl + AioXy + AizXz + ... a]_nxn) =ka
De esta manera, la multiplicaciéon, por una constante, en ambos lados de la igualdad de una

ecuacion, no altera las resoluciones de tal ecuacidn, ni las del sistema de ecuaciones al que per-
tenece.

Puede afirmarse, entonces, que si una linea de una matriz se multiplica por una constante, el
valor de las resoluciones del sistema no se altera. Debe notarse que la multiplicacion sucesiva,
por una constante, de una ecuacion tras otra, de aquellas en un sistema de ecuaciones, o de una
linea tras otra de la matriz correspondiente, aun cuando dichas constantes sean diferentes para
cada ecuacién o linea, tampoco alterard el valor de las resoluciones del sistema.

Ejemplo: Sea el sistema de ecuaciones:

4x, — 2X, + X3 + 3x, = 19
2x, + 3X, — 8x3 + 4x, = -13
5%, + 2x, — 3X3 + X, = 3
3X; — 4x, + 6x3 - 2x, = 20

Cuyas resoluciones son: X; = 2; X, = 1; X3 = 4; X4 = 3

Multipliquese la tercera de ellas por tres y se obtiene:
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15%; + 6Xo — 93 + 3X, =9
substitiyanse las resoluciones en esta nueva ecuacion y obtendremos la igualdad:
30+6-36+9=9
9=9
Es decir, si se substituye esta nueva ecuacién por la tercera ecuacién en el sistema, las resolu-

ciones del sistema siguen siendo las mismas, puesto que contintan satisfaciendo también a to-
das las demis.

De la misma manera, si una de las ecuaciones del sistema se suma con otra, es decir, si de los
dos lados de la igualdad constituida por una ecuacién cualquiera, se suman los valores en posi-
ciones homélogas, a ambos lados de otra ecuacién, la igualdad subsiste, o sea, se obtiene una
tercera ecuacién cuyas resoluciones son las mismas que las de las dos originales, como se prucba
a continuacion: Sea por ejemplo:

A11X1 T a12Xp + AzXz + ... &1pXn = Cy

Ap1X1 T Ax2Xp + Ag3X3z + ... @nXpn = C2

(11 + A21)Xq + (A2 + A22)X2 + (Au3 + A23)X3 + (A1 + @2n)Xn = C1 + C2

La dltima ecuaciéon muestra que los valores Xy, X, ...X,, contindan siendo las resoluciones de la
ecuacion obtenida al sumar las dos primeras, puesto que la igualdad se mantiene.

Ejemplo: En el mismo sistema anterior, sumemos las ecuaciones dos y tres, asi:
2X1 + 3X2 = 8X3 + 4X4 =-13
5X1 + 2X2 = 3X3 + Xz = 3
7X1 + 5X2 — 11X3 + 5X4 =-10

substituyendo las mismas resoluciones (X1 = 2; X = 1; X3 = 4; X4 = 3) en esta nueva ecuacién
(suma) se obtiene la igualdad:
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14 +5—44 + 15=-10
~10=-10

Es decir, si se substituye una cualquiera de las dos ecuaciones sumadas, por la suma de ellas, las
resoluciones del sistema siguen siendo las mismas.

Considerando simultdneamente las dos propiedades anteriores, podemos establecer que "si el pro-
ducto de una ecuacién por una constante se suma a otra ecuacion, o al producto de ésta por otra
constante (igual o diferente), con el propésito de eliminar incgnitas para determinar las resolu-
ciones de un sistema de ecuaciones, el sistema de ecuaciones no se altera” y se obtendrdn las reso-
luciones del sistema original, experiencia que ya conociamos desde el dlgebra elemental y que
permite establecer lo siguiente:

Como las matrices se obtienen de los coeficientes y el valor aislado de un sistema de ecuaciones, se
establece, entonces, que las operaciones elementales sobre las lineas de una matriz son:

1) El cambio de lugar de una linea cualquiera dentro de la matriz.
2) La multiplicacién de una linea cualquiera por una constante escalar diferente de cero.
3) La adicién de una linea cualquiera a otra.

4) La adicién de una linea, o su producto por una constante escalar, a otra linea o al produc-
to de esta por otra, o la misma, constante escalar.

Y no alteran el valor de las resoluciones del sistema de ecuaciones que la matriz representa.

Tales operaciones son vilidas para matrices de coeficientes (sistemas homogéneo de ecuaciones) y
ampliadas (sistemas no homogéneo de ecuaciones). En otros textos, a las operaciones elementales
se les denomina también "transformaciones elementales"”, aqui se evitard tal prictica, para evitar
confusién con otra clase de transformaciones.
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RESOLUCION DE SISTEMAS HOMOGENEOS Y NO HOMOGENEOS
1) Si X4, X, ...Xn, son resoluciones de un sistema de ecuaciones homogéneo, también los son sus
productos por una misma constante escalar kxy, kxy, ...kXn, ya que si se substituyen dichas reso-

luciones en una cualquiera de las ecuaciones del sistema se obtiene:
a1 (kxy) + a1a(kxz) + ... @un(kxa) = 0
o, factorando:
k(aigxs + apXo + ... @;pXn) =0
y dividiendo ambos lados por k:
A Xy tapXs + ... anX, =0

que es la ecuacién original, lo que demuestra que la primera de las ecuaciones anteriores se
cumple y por tanto el producto de una resolucién por una constante escalar, es también resolu-

cion de cada ecuacion y por tanto del sistema.

Si el sistema es no homogéneo el valor aislado no se altera porque no contiene resoluciones, en

tanto que aquel a la izquierda del signo igual si se modifica, perdiéndose la igualdad.

2) Si X1, X2, ..-Xn, V Y1, Y2, ...Yn son dos diferentes resoluciones de un sistema de ecuaciones
homogéneo, también lo es su suma, (X;+Y1), (Xo+Y2), ... (Xo+Yn) va que si se substituyen dichas
—g—7 » » ’ y q y

resoluciones en una cualquiera de las ecuaciones del sistema se obtiene:

an(Xp+y1) + aa(Xaty2) + ... @in(Xntyn) =0

operando: A11X1 T A11y1 + AXot ArY2 t ... Xt AunYn = 0
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(a11X1 + @12Xp + ... @1nXn) + (A11Y1 + A12Y2 + Anyn) =0
0+0=0

lo que demuestra que la primera de las ecuaciones de este grupo se cumple y por tanto, la suma

de dos o mds resoluciones es también resolucion de cada ecuacién y por tanto del sistema.

Tal situacién no se presenta si el sistema es no homogéneo pues en tanto el valor aislado no se

altera, aquel a la izquierda del signo igual se modifica, perdiéndose la igualdad.

OPERACIONES ELEMENTALES SOBRE LAS COLUMNAS DE UNA MATRIZ
Las mismas operaciones clementales descritas para las lineas de una matriz (ver punto anterior)
pueden aplicarse a las columnas de una matriz, pero con propésitos diferentes a la resolucion de

ecuaciones, pues alteran las resoluciones de las mismas. Sus aplicaciones se conocerdn en el trans-

curso del estudio.

MATRIZ EQUIVALENTE POR LINEAS (COLUMNAS)

En general, si se aplican una o mas operaciones elementales a las lineas de una matriz, se obtiene
una nueva matriz que es equivalente o tiene las mismas resoluciones que la primera; se dice en-
tonces que ambas matrices son equivalentes por lineas. Cuando las operaciones elementales se
aplican a las columnas de una matriz, las resoluciones se alteran y la matriz resultado es equivalen-

te para otras aplicaciones distintas de la resoluciéon de ecuaciones, como se verd mas adelante.

NOMENCLATURA PARA LAS OPERACIONES ELEMENTALES
Una operacién elemental sobre una linea o columna se indicara con las letras L o K, respectiva-
mente. La siguiente tabla resume las abreviaturas posibles en esta nomenclatura:
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OPERACION CONCEPTO OP. INVERSA

L 0 Kgt Intercambiense las lineas (colunas) "s" y "t". Lis 0 Kis

Ls(g) o Ks(Q) Multipliquese la linea (columna) "s" por "q" Ls(1/g) o Ks(1/q)

Ls(9) 0 Ks(Q) Ala linea (columna) "s" sumese "q" veces la linea | Lg(—q) 0 Ks(—q)
(columna) "t".

Las operaciones inversas a las de la columna a la izquierda, se muestran en la columna a la derecha;
debe notarse que una operacion es inversa de la otra y viceversa.

Una operacién cualquiera puede deshacerse o anularse aplicando su operacion inversa.
OPERACIONES ARITMETICAS CON VECTORES

Multiplicacién de dos vectores (ax):

Una sola ecuacién lineal (a1x; + @xX; + ... aX, = @) puede representarse como el producto de dos

vectores, uno "a" formado por los coeficientes de las incégnitas y otro "x" formado por las incégni-
tas (resoluciones) mismas, y escribirse en la forma:

ax=a

esto permite definir la multiplicacién entre dos vectores, pues, si substituimos a y X por su valor,
determinado como se explico en el parrafo anterior, se obtiene:

[a1 @z...ap][X1 X2...X] = @

Al efectuar la multiplicacién, debemos obtener la ecuacion lineal original y ello solamente se logra
al sumar el producto de los elementos en las posiciones homélogas en ambos vectores, es decir:

a;X;s taXs+ ...apXp=a
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que puede también expresarse

n
ax=>» ax, =a
k=1

donde los subindices "k", que varian de "1" a "n", indican la posicién de cada elemento en el vector
correspondiente. Ello permite establecer que el producto (un escalar "a") de dos vectores, es igual a la
suma de los productos de sus elementos homologos.

Debido a que el producto (resultado de la multiplicacion) de dos vectores es un escalar, se le llama
producto escalar, también se le llama producto interior euclidiano o solamente producto eucli-
diano o solamente producto interior y finalmente, cuando n=2 y n=3, se le llama producto pun-
to.

Ejemplos:
1) [3,-5,4,0]7,0,-9, 2] =21-0-36+0 =-15
2) [0,-5,4,0][7,0,0,2]=0-0+0+0=0
3) [3,-5,4, 2][6, 10, 12, -8] = 18-50+48-16 =0

Observaciones:

1) Para que la multiplicacién sea posible, es decir, definida o conforme, se requiere que los vec-
tores tengan ambos la misma cantidad de elementos, o sea, sean del mismo tamano.

2) El producto de dos vectores es un escalar, en este caso "a".

3) Que el producto de dos vectores sea cero, no implica que tan siquiera uno de ellos contenga
algunos elementos iguales a cero, véase ejemplo 3) anterior, menos ain que uno sea nulo.

4) La multiplicacién de un vector cualquiera por el vector nulo arrojard un resultado igual a cero.

5) La multiplicaciéon de un vector cualquiera por el vector unitario arrojard un resultado igual al

primero de ellos.
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6)

7)

8)

En la ecuacion 3x; — 5x, + 4x3 + 2x4 = 0, una de cuyas resoluciones es: X; = 6; Xp = 10; x3 = 12;
X4 = -8, pueden armarse los vectores de los cocficientes y los de las incognitas, asi:

[37 _57 47 2][X17 X27 X37 X4] = 0

cuyo producto, como ya vimos es la ecuacién misma. Si se substituyen las incégnitas por sus va-
lores dados en las resoluciones, se obtienen los vectores del ejemplo 3, cuyo producto satistace
la ecuacion.

Si se invierte la posicién de los vectores en los tres ejemplos, se notard que el resultado (produc-
to) no se altera, es decir: ab = ba = a, con lo que se prucba la ley conmutativa en la multipli-
cacion de vectores (ver cuadro en pg 19).

ac = bc no necesariamente implica a = b, lo que se muestra a continuacion:

La expresion inicial puede también escribirse como ac —bc = 0; si se substituye cada vector por
sus elementos y se efectdan las operaciones indicadas, se obtiene:

ac —bc =Jay, a,, ...ay] [Cy, Cy, ...Ch] — [by, by, ...by] [Cy, C, ...CH] =0
ac-bc=[aic;+a,c, +...a,¢,]—[bics +boco+...b,c]=0
ac —bc =[(a; — by)c, + (a2 —by)c, + ...(an — by)c, = 0
Es facil observar que, para que la igualdad se cumpla, no necesariamente a; = by; @, = by; ...a, =

b,, pues cada sumando puede ser negativo o positivo v su suma puede ser igual a cero, es decir
2 2 ?
que la suma sea cero no implica que @ = b, como se muestra en el siguiente ejemplo numérico:

Seaa=][1,2,3,4];b=[2,2,6,-25];c=[4,5,3, 2];
entonces, ac = (4+10+9+8) = 31, y bc = (8+10+18-5) = 31

es decir: ac = bc, pero a = b.
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Suma de vectores (a + b):
Como se demostr6 en OPERACIONES ELEMENTALES SOBRE LAS LINEAS DE UNA MATRIZ,
pg 08, la suma de dos ecuaciones (con la misma cantidad de incégnitas) y la ecuacion resultado
tendrd las mismas resoluciones que las de los sumandos; sean las dos ecuaciones siguientes:
aX;+aX, +...ax, = a
bixs +boxo + ... b, =b
al sumarlas se obtiene: (a;+ by)x; + (@x+ by)xo + ... (@, + by)x,=a+b

Si formamos ahora los vectores de los coeficientes en las tres ecuaciones anteriores, e indicamos la
suma, podemos establecer que:

at+b=Jagay ... a)] +[by, by, ... by =[ait+ by, axt by, ... ayt+ by]

lo que permite establecer que la suma de dos vectores es igual a otro vector en que cada elemento es
iqual a la suma de los elementos homologos, en los dos primeros. En forma algebraica puede expresarse:

a+b=>(a +h,)
k=1

Ejemplos:

1 [3,-5,4,0] +[7,0,-9, 2] =[10, -5, -5, 2]
[0,-5,4,01+[7,0,0,2]=[7,-5, 4, 2]
[3,-5,4,2]-[3,-5,4,2]=[0,0,0,0] =0

w N

Observaciones:

1) para que la suma sea posible, es decir, definida o conforme, se requiere que los vectores ten-
gan ambos la misma cantidad de elementos.

2) la suma de dos vectores es otro vector.
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3) la suma del vector nulo a otro vector cualquiera, dard un vector igual a éste.

4) La substraccion de dos vectores se efectia de la misma forma que la suma, pero previamente
debe cambiarse de signo a todos los elementos del vector substrayendo (ver ejemplo 3 anterior).

5) Las tres ecuaciones al inicio de este tema (suma de vectores) pueden escribirse como el produc-
to de dos vectores, en la forma que se present6 al inicio del tema anterior Multiplicacién de dos
vectores, pg 14) de la siguiente manera: ax = a; bx = b; (a + b)x = a + b; y su suma asi:

ax+bx=a+b=(a+b)x

que prueba la ley distributiva para la multiplicaciéon de dos vectores (ver cuadro pg 19)
6) Notese que: a+b=[a;+ by, axt by, as+ by, ... a,+ by]
=[by+ @y, b+ @, bt as, ... byt aJ=b+a

y se prueba, ademis, la ley conmutativa para la adicion de vectores (ver cuadro pg 19).

Multiplicacion de un vector por una constante escalar (ka)

Los dos lados en la igualdad de una ecuacién lineal pueden multiplicarse por una constante escalar
"k", distinta de cero, sin alterar las resoluciones de la ecuacién, ni las del sistema a que pertenece,
ver 1), pg 08, ello equivale a multiplicar por dicha constante, todos los elementos del vector que le
corresponde. Si se trata de una ecuacién no homogénea, el vector incluye el valor aislado y si se
trata de una ecuaciéon homogénea, obviamente el vector incluye sélo los coeficientes de las incog-
nitas, pues el valor aislado es cero que no se escribe.

Asi, para multiplicar un vector por una constante, o viceversa, basta multiplicar cada uno de sus elemen-
tos por la constante, es decir:

ka =K[ay, a, ... a;] = [kay, kay, ... kay]
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=[ak, axk, ... apk] = [ag, a,, ... aglk = ak

Con lo que ademds, se prueba la ley conmutativa en la multiplicacién de un vector por una
constante escalar (ver cuadro mds abajo).

Ejemplo: 8.2[3,0,4,-5] =[24.6, 0, 32.8, —41]

Observacion:
1) La multiplicacién de un vector por un escalar es siempre definida o conforme, y es siempre
otro vector

RESUMEN DE LEYES QUE RIGEN LA MULTIPLICACION Y ADICION DE VECTORES
Noétese que si a o b es igual a cero, ab = 0 pero si ninguno de los dos vale cero, ab20. Las otras
propiedades comoa + 0=0 + a=a;0a=a0=0; a + (-a) =a—a =0, sc pueden comprender
facilmente y son tan obvias, al conocer las operaciones entre vectores, que parecié innecesario in-
cluirlas en la tabla resumen siguiente, para evitar confusion.

ley en la adicién en la multiplicacioén
conmutativa atb=b+a ab = ba; ka = ak
asociativa (atb)+tc=a+(b+c) | a(be)#(ab)c; (ka)b = k(ab)
distributiva a(b+c)=ab +ac
distributiva k(a + b) =ka + kb
con escalares a(k+k) =ak + ak

Lasletras en negrillas representan "vectores', las otras "escalares’
ac = bc, no implica que a = b. Ver observacion 8), pg 16
ab = 0 no implica que a o b sean vectores nulos, ver Observacién 3), pg 15.
Conformidad: los vectores que se suman o multiplican deben ser del mismo tamafio
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DEMOSTRACION DE LAS LEYES ANTERIORES

Se probaron ya las leyes conmutativas, tanto para la multiplicacion (7), pg 16, como para la adi-
ci6n de vectores (6), pg 18, asi como la ley conmutativa para la multiplicacién de un vector por
una constante escalar, pg 19 y la ley distributiva para la multiplicaciéon de vectores se prueba en
(5), pg 18; a continuacién se prueban las que hacen falta.

Ley Asociativa en la Adicion: Supéngase los vectores siguientes, todos con "n" elementos:
(a+b)+c=[a;+by,a,+by,...a,+b,] +][cy, Ca+... C
=[a;+by+cCy,a+by+Cy,... @y + by + Cy
=[ai, as,... ap] + [by+Cy, b+ Cy,... b+ ]=a+ (b +C)
Ley Asociativa en la Multiplicacion:
a) Entre vectores: Supdéngase los vectores siguientes, todos con "n" elementos:
a(bc) = as donde "s" es el escalar resultado de bc
(ab)c = tc donde "t" es el escalar resultado de ab;
obviamente s#t y como a # ¢, légicamente as # tc, o sea,
a(bc) # (ab)c
b) Entre vectores y escalar: Ein los vectores siguientes, todos con igual cantidad "n" de elementos:
(ka)b = [Kay, Kay,... kas][bs, bs,... by] = [kasby + kashy, +... kanb]
=k [a;b; + asb, +... a\b,] = k(ab)

Ley distributiva entre vectores y escalares:

a) Entre escalar y vectores: Si cada vector tiene igual cantidad "n" de elementos, entonces:
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k(a+ b)=k(ay + by, az + by,... a, + by) = [K(a1 + by), k(az + by),... k(a, + by)]
= [kay + kby, ka, + kb,,... ka,+ kb,] = [kay, kay, ... ka,] + [kby, kb,, ... kb,]
=K[ay, az, ... an] + k[by, b, ... b] = ka + kb

b) Entre vector y escalares:

ak + k) =Jay(k + k), ax(k + K),... an(k + K)] = [aik + a;k’, aok + ak’,... ak + ak’]
= [kay, kay,... kay] + [K'ay, K'a,,... K'ay] = K[ay, ay,... a,] + K'[a, az,... a,] = ka + k'a

OPERACIONES CON VECTORES Y MATRICES |

Multiplicacién de una Matriz por un Vector (Ab)

Si al multiplicar el vector de los coeficientes por el vector de las incognitas, e igualar el resultado
con el valor aislado, se obtiene la ecuacion original (ver Multiplicacién de dos vectores, pg 14), al
multiplicar cada linea de una matriz de coeficientes, por el vector de las incdgnitas, e igualar el
resultado con el valor aislado correspondiente, se obtendrd el sistema de ecuaciones lineales origi-
nal, esto permite definir la multiplicacién de una matriz por un vector, como la multiplicacion de
cada una de las lineas de la matriz de coeficientes, por el vector, escrito ya sea como linea o como co-

lumna; por ejemplo, sea el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

A1 Xy + apXe + O+ apX,

Xy + X, + [+ AxX,
U U U U

@ﬁlxl + a X, + 0 + a X, Ch

C
C
OJ

cuyo producto de la matriz de coeficientes por el vector de las incognitas, puede plantearse de
cualquiera de las dos formas siguientes, segtin que el vector de las incégnitas se escriba como linea

o como columna:
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a; Qg ot gy Cy a;; Qo Qg | X Cy

a1 Ay An [x, x, - x,]=|C2 o i a:zz Qn || X2 || C2
An1 Amz 0 @ Cm Qyny Qpp Ay |[ X, Cm
(a) (b)

Si se multiplica ahora cada vector linea de la matriz por el vector de las incégnitas y el resultado se
iguala a su respectivo valor aislado, (a la derecha del signo igual en la expresion anterior) se obtiene
el sistema de ecuaciones original; naturalmente la rutina o algoritmo variard ligeramente si se pre-
fiere la anotacién (a). Por simple economia de espacio, aqui se preferird, siempre que no se intro-
duzca confusién, la anotacién (b); como ilustracion se presenta solamente el producto de la prime-

ra linea de la matriz por el vector de las incognitas:

[all, o, ... aln][xl, X2, ... Xn] =aXs t apXy + ... AipXn
Resultado que al igualarse con el valor aislado correspondiente, en esta caso ¢y, arroja la primera
ecuacion del sistema original, es decir:

A11X1 T @1oXp ... Q1nXp = Cy

Ejemplo: Sea el siguiente sistema de ecuaciones:

3X; + X, + 2X; = 6
X, + X3 = 8

A continuacién se presenta la matriz de coeficientes, el vector de las incdgnitas, y el vector de los

valores aislados, anotados en la forma ilustrada en (b) anterior. El resultado de multiplicar la ma-
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triz por el vector, reproduce exactamente el sistema de ecuaciones original, de donde se origina el

312] ' |_[6
011} ™2 8
X3

Ahora, sean X; = —1; Xo = 7; X3 = 1, una resolucién del sistema, al sustituir estos valores en la expre-

procedimiento.

sién anterior, y efectuar la multiplicacién indicada, se obtiene la prueba de que efectivamente son
resolucion del sistema pues lo satisfacen.

312 ‘71_3x(—1)+ X7+ 2xI|_[-3+ 7+ 2]_[6
011), TlOx(-1)+ 1x7 + 1x1| | O+ 7 + 1|7|8

Observaciones:

1) Para que el producto sea posible, es decir, conforme o definido, es necesario que la cantidad
de columnas "n" de la matriz de coeficientes, sea igual la cantidad "n" de elementos del vector.

2) El resultado sera siempre un vector, con tantos elementos como lineas ("m") tenga la matriz
multiplicada; véase, en el ejemplo, que el vector resultado es el de los valores aislados.

3) Cada valor en la celda "ci" del vector resultado, serd igual al producto de cada vector linea de la
matriz multiplicando "A", por el vector columna multiplicador b, o, algebraicamente:

[Cij] = {iaikbkl} 0 [Cij] = |:iaikbki|

donde "i" varia de "1" a "m" (la cantidad de lineas de A) y para cada valor de "i", k varia de "1" a
"n" (la cantidad de columnas de A, igual a la cantidad de elementos de b).
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Noétese que esta definicién es valida sin importar que el vector se escriba como linea o como co-
lumna.

4) Otra definicién de este producto se presenta, subrayado, al final del tema siguiente, pg 25.

5) El producto de una matriz por un vector, no es igual al producto inverso de ambos, es decir, Ab
# bA, como se demuestra més adelante en b), pg 34.

6) Como la multiplicacién de una matriz por un vector consiste basicamente en la multiplicacién
de vectores, es vélido extender la propiedad mencionada para vectores en 8) pg 16, a este pro-
ducto, de modo que el que Ac = Bc, no necesariamente implica que A= B

7) Es importante notar que se ha separado el vector de valores aislados de la matriz ampliada por
lo que, de aqui en adelante, la matriz a que se hace referencia en las multiplicaciones en que
se involucre una matriz, es la matriz de coeficientes. Ver tema siguiente.

EXPRESION GENERAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

La forma de escritura algebraica presentada en (a) y (b) del tema anterior (pg 22) puede escribirse
mediante los simbolos de la matriz y los vectores involucrados, en la forma, también algebraica,
que aqui se denomina ecuacion matricial y que se presenta a continuacion:

AX=cC

En la que "A" es la matriz de los coeficientes, X el vector de las incégnitas y ¢, el vector de los valo-
res aislados. Si el sistema de ecuaciones es homogéneo, entonces, ¢ = 0. Si se efectta la multipli-
cacion indicada en (b) de la pg 22, se obtiene:

Ap A o Qg (X A Xyt apX, + 10X, C,
Ay 8y v 8y [ Xy o|8xXy + 83Xy * AnXn |=| C2
aml am2 a'mn Xn amlxl + am2X2 o aman Cn
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que es el mismo sistema original de ecuaciones (pg 21, final) y que también puede escribirse como
el producto de los vectores columna de la matriz, por una constante escalar, constituida en este
caso por las incégnitas, es decir:

a; Qp v Qg [ Xy ajq a a, Cy
A1 8z v 8pn | Xp | 8pr |y 4| B2z fy .| Ban |y = C2
An1 Qmp 0 Ay || Xp Am Ao Amn Cm

Al substituir cada vector columna de la matriz por su simbolo, se obtiene una nueva ecuacién al-
P ;
gebraica a la que aqui se denomina ecuacion vectorial, dado que no incluye matrices:

ai;Xg taXo+...aXp=C

Noétese que, en esta expresion, cada vector es un vector columna de la matriz "A", por lo que el
ultimo vector tiene el subindice "n" (ver dltimo pdrrafo pg 5) subindice igual al del ultimo elemen-
to del vector x. Si el sistema es homogéneo, de nuevo, la ecuacién anterior es igual a 0.

Si se igualan ambas ecuaciones (matricial y vectorial) se obtiene una importante relacion:
AX=a;X;taXo+...aX,=C

Que permite establecer que el producto (un vector) de una matriz por un vector es igual a la suma

de los productos de cada vector columna de la matriz, por cada uno de los elementos del vector.

OPERACIONES CON VECTORES Y MATRICES Il
Suma de dos matrices (A + B): Dado que una matriz es un conjunto de vectores linea, la suma
de dos matrices es igual a la suma, uno a uno de los vectores linea que la integran, es decir, es igual
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a una nueva matriz en que cada uno de sus elementos es igual a la suma de los elementos homologos en las dos
que se suman (ver Suma de vectores, pg 17). Logicamente para que sea conforme es necesario que
las dos matrices sumadas sean del mismo tamaro, "mxn"y el resultado serd otra matriz del mismo
tamano.

Ejemplo:

Multiplicacion de una constante por una Matriz (kA)

Si una matriz "A" se suma con ella misma "k" veces, cada elemento de la matriz resultado (del
mismo tamafio que "A") es igual a "k" veces el elemento homélogo en la matriz fuente y la matriz
fuente se ha multiplicado por "k". De modo que kA = Ak = [ka;]. Esta definicién exige que "K" sea

un entero, por lo que se brinda la siguiente opcidn:

Dado que una matriz es la reunién de varios vectores linea, la multiplicaciéon de una matriz por
una constante escalar (o viceversa), equivale a la multiplicacién de todos sus vectores linea por
dicha constante, ver Multiplicacién de un vector por una constante escalar en pg 18.

Asi el producto de una constante por una matriz es igual a una nueva matriz cuyos elementos fueron to-
dos multiplicados por la constante, por lo que, si se escribe la matriz mediante sus "m" vectores linea,

puede expresarse algebraicamente asi:
kA =K[ay, a,, ... an] = [Kay, kay, ... kan] =[a, az, ... anlk = Ak

o también: kA = k[aij]= [kaij] = [aijk] = [aij]k = Ak
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con lo que se prueba, ademds, la Ley conmutativa para la multiplicacién de una constante
por una matriz (ver cuadro en pg 33). Obviamente, esta operacion es siempre conforme.

Multiplicacion de dos Matrices

La multiplicacién de dos matrices no puede relacionarse directamente con operaciones sobre un
sistema de ecuaciones lineales, como ha sido el caso con todas las operaciones anteriores, es decir,
han de considerarse como simples conjuntos de escalares arreglados en forma rectangular; sin em-
bargo, las posibilidades que esta operacién permite, que se comprenderdn con el uso, la justifican
de sobra.

El producto de la multiplicacion de dos matrices serd otra matriz C = AB, en que cada elemento en la posi-

cion Cjj es igual al producto del vector linea "i" de "A" por el vector columna "j" de "B".

Si se escriben la matriz A por sus "m" vectores linea y la matriz B por sus "n" vectores columna, este
producto puede expresarse como

Ay a;b, ajb, - a;b,
a,. _lay,b, a,b, --- a,b.
:21 [bil’biZ""bin]_ 21: 1 21: i2 : Zj: in
Ay a,b, a,b, - a,b,

Donde las letras en los subindices se utilizan sélo para determinar que los nimeros se refieren a las
lineas y a las columnas en las matrices Ay B, respectivamente y en las que "m" es la cantidad de lineas
de la matriz A, de tamano mxp y "n" es la cantidad de columnas de la matriz B, de tamano pxn, y mxn
es el tamafio de la matriz producto. Debe notarse que para que la multiplicacién sea conforme, la can-
tidad de elementos "p" de los vectores linea de A y columna de B, deben ser iguales, lo que equivale a
decir que "la cantidad de columnas de A debe ser igual a la cantidad de lineas de B".
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Ejemplo: Se presenta a continuacion la multiplicacién de dos matrices:

ay Ay =|ayby; tayby  ayby, tayb,,

a;; ap [b b } a by +ab,  agby, +anby,
11 Dy
dz; dp ayby; +agb,  agb;, +agb,,

b21 b22

Observaciones:

1) Para que este producto sea conforme, es necesario que el nimero de columnas de la matriz
multiplicando sea igual al nimero de lineas de la matriz multiplicador, es decir, si la primera es
de tamano "mxp" la segunda debe ser de tamano "pxn" para que los dos vectores a multiplicarse
tengan la misma cantidad "p" de elementos.

2) La matriz resultado tendrd tantas lineas como la matriz multiplicando y tantas columnas como
la matriz multiplicador, es decir, serd de tamafio mxn. La siguiente expresién puede ayudar a
recordarlo, por estar las dos letras "p" juntas:

(mxp)(pxn) = mxn

el tamano de la matriz resultado queda indicado por las dos letras extremas en la expresion, es
decir: "mxn"; si el producto se conmuta, se obtiene para BA (pxn)(mxp) que indica un producto
no conforme, es decir, que AB sea conforme, no implica que BA lo sea, salvo el caso en que las
matrices sean cuadradas.

3) Las leyes de operacién de las matrices (ver cuadro en pg 33) son las mismas que aquellas para
los vectores, con excepcién de que a(bc) # (ab)c, en tanto que A(BC) = (AB)C, y ab = ba, en
tanto que, en general, AB # BA, aun cuando ambas matrices sean cuadradas, es decir, ambas
operaciones (AB y BA) sean conformes. Esto obliga a referirnos a la multiplicaciéon de matrices
de una manera especial. Se dice que en el producto AB, A premultiplica a B o que B postmul-
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tiplica a A. A estas diferencias se debe que un vector no deba considerarse como una matriz de
una sola linea.

4) Cada elemento en la celda "cj" de la matriz C = AB se obtiene como el producto escalar de un
vector linea a; de A, por un vector columna b; de B (ver Multiplicaciéon de una Matriz por un
vector, pg 21), es decir, si:

C=AB
Entonces:

e = [aibj]=[iaikbkj}

donde "i" varfa de "1" a "m" para cada valor de "j" que varia de 1 a "n"; ademds, para cada pareja
de valores "ij", "K" varia de "1" a "p", donde "p" es el nimero de columnas de A, igual a la canti-
dad de lineas de B; al variar "k" se determina la posicion del elemento en la linea "i" de Ay si-
multdneamente la del elemento en la columna "j" de B, que se estdn multiplicando para obte-
ner cada uno de los sumandos del elemento ¢ de C; por ejemplo, si k = 4, se estard multipli-

cando el cuarto elemento de la linea "i" en A por el cuarto elemento de la columna "j" en B, para

obtener el cuarto sumando de cj;.

Multiplicacién de un Vector por una Matriz (bA)

Ha de notarse que este es un caso particular de la multiplicacién de dos matrices. Efectivamente,
si se considera al vector como una matriz linea, se escribe la matriz por sus vectores columna y se
efectda la multiplicacion, se obtiene la expresion algebraica siguiente:

bA =b[a,;, a,, :--a,]=[ba,,ba,,---ba,]=c
Donde b tiene una sola linea, es decir, es de tamano 1xp, "n" es la cantidad de columnas de la

matriz, de tamafio pxn, de modo que la matriz (vector) producto, el vector €. serd de tamano
"1xn", ver 2) en pg 28. Debe notarse que para que la multiplicacién sea conforme, la cantidad de

1-MATRICES Y VECTORES 29



elementos "p" del vector b debe ser igual a la cantidad de elementos de los vectores columna de la
matriz, lo que equivale a decir que "la cantidad de elementos de b debe ser igual a la cantidad de
lineas de A", de la misma manera que en la multiplicacién de dos matrices, ver 1) en pg 28.

Ahora puede definirse este producto de la manera siguiente: La multiplicacion de un vector por una
matriz serd un vector C, en que cada elemento en la posicion Cyj es igual al producto del vector b por el
vector columna "j" de la matriz, multiplicacién que también puede expresarse, como el producto de
dos matrices, de la manera siguiente, en que el vector resultado se escribe como columna:

ay A A | | P +Dyay +obiay

bA=[b, b,.. b3 327" 8| |PidytDax *bydy

apl aP2 apn blaln +b2a2n +"'bpapn

La multiplicacién de un vector por una matriz puede también expresarse en otra forma algebraica:
p p
[c,;]= Zblkakj = Zbkakj
k=1 k=1

Donde "j" variade 1 a "n"y para cada valor de "j", k varia de 1 a "p".

Ejemplo: Efectiese la siguiente multiplicacién de un vector, escrito como columna, por una ma-

triz (el resultado puede escribirse como linea o como columna):

33 -2
[ 3x3 5x4 2x2]_[33
Hh ‘51}[3“2(—2) N 5x2(—1) N 2§5}[—1}
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CLASES DE MATRICES |
Matriz inversa: Cuando dos matrices cuadradas son tales que, AB = BA =1, se dice que una cual-
quiera de ellas es inversa de la otra; asi: B=A™, y A=B ™

Premultiplicando por "A " la primera de las expresiones anteriores (B = A™) o postmultiplicando
por B la segunda de ellas (A = B™) en ambos casos, se obtiene AB como:

AB=AA'=B'B=1

es decir, el producto de una matriz cualquiera y su inversa es igual a la matriz unitaria.

Las dos matrices siguientes son inversas:
_|3 5 _|2 -5
S ]
_13 5|2 -5(_{1 O|_, . |2 -5(|3 5(_|1 O|_
pues, AB= [1 2}[-1 3}‘[0 1}"2’3’ BA_[-l 3}[1 2}‘[0 1}"2

Mas adelante, en el capitulo 4, MATRICES Y DETERMINANTES, sc explican dos procedimientos
para el calculo de las matrices inversas, pgs 133 y 145. Debe notarse que las matrices que tienen
inversa (no todas la tienen, como se verd posteriormente) son siempre cuadradas, de lo contrario

uno de los dos productos (AB o BA) no seria conforme.

PRODUCTOS ESPECIALES DE MATRICES

Matriz diagonal por matriz cualquiera

Resulta de interés considerar el producto de una matriz diagonal Aq y de una unitaria "I", por una
matriz cualquiera B, y a la inversa, una matriz cualquiera B por una diagonal y por una unitaria.
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a; O 0 0 |[by by by a;by,  apby,  a;byg
A,B= 0 a, 0 0 ||by by by (_|aphy, axyby, axb,
0 0 azg 0 ||by by by Agsbg; @b,  Aggbg,
0 0 0 ay|[bay by ba| |auby agbs, agubgs
by by, Dby a 0 0 a;byy  anb, aghy;
BAG= [ PYRIN PP <P 61 a 0 |= a;by apby, aghy
by by, by 0 82 a a; by Ay,bg,  Agsbgs
Dy by Dby B |apby anbs,  agb,;

Como ejercicio, el estudiante debe verificar ambas multiplicaciones. Nétese que si la matriz di-
agonal premultiplica, el producto es igual a la matriz multiplicador con cada linea multiplicada por
el elemento en esa misma linea de la matriz diagonal y, si postmultiplica, el producto es igual a la
matriz multiplicando, con cada columna multiplicada por el elemento en esa misma columna de
la matriz diagonal. Si la matriz diagonal fuese unitaria, la matriz producto seria igual a la matriz
B, en ambos casos, y de alli su nombre "matriz unitaria” pues, se comporta como la unidad, al no
alterar las matrices que pre o postmultiplica.

Matriz diagonal por matriz diagonal

Fl producto de dos matrices diagonales, obviamente cuadradas y del mismo tamaro, es igual a una
nueva matriz diagonal en que cada elemento es igual al producto de los dos elementos homélogos
en las matrices multiplicadas:

a, 0 0 0]fb, 0 0 07 [ag, O 0 0

|0 a, o ol/0 b, 0 0| | 0 au, O 0

ABa=BA=1 09 o a, 0l0 0 b, 07| 0 0 agb, O
0O 0 0 a,||0 0 O b,/ | 0o o 0 aubu

Obviamente, si una de las matrices fuera unitaria, el resultado seria igual a la otra matriz y si am-
bas fueran unitarias, el resultado seria otra matriz unitaria todas del mismo tamano. Como ejerci-
cio, el estudiante debe verificar la multiplicacion anterior.
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Potencias de una matriz
Por analogia con el dlgebra elemental se establece la siguiente forma de expresion: AA = A% AAA =

A3 etc.; ademds, A’A% = A°.

RESUMEN DE LEYES PARA LA ADICION Y MULTIPLICACION DE MATRICES

Noétese que si A o B son nulas, AB = [0] pero si ninguno de los dos es nula, AB # [0]. Las otras pro-
piedades como A + [0] = [0] + A = A; [0]JA = A[0] = [0]; [0] - A=-A; A—A=[0]; IA= Al = A A(-I) =
—IA = —A son tan obvias que no se incluyen en la tabla siguiente, para evitar confusion.

ley en la adicion en la multiplicacién
conmutativa A+B=B+A AB # BA1:2; Ab # bA; kA = Ak
asociativa A+ (B+C)=(A+B)+C | (kA)B=Kk(AB); A(BC) = (AB)C2
distributiva A(B +C)=AB + AC
distributiva k(A + B) = kA + kB
con escalares A(k + k') = Ak + AK'

las mayusculas representan matrices, las negritas vectores y las mindsculas escalares

1AB = BA sélo en casos especiales como:
A=B; A=B"; Ao B es nula o unitaria; Ay B son diagonales, una de ellas es adjunta de la otra (ver
Propiedad No 20, pg 142)
Ac = Bc, no implica que A = B, ver 5), pg 24.
AB = 0 no implica que A o B lo sean, o siquiera contengan elementos, iguales a cero
2fista ley no es vélida para vectores (cuadro pg 19), por lo que no puede decirse estrictamente que
un vector sea una matriz de una sola linea o columna
Conformidad: En la suma: Las matrices deben ser del mismo tamafio;

En la multiplicacion: Cantidad columnas de A = Cantidad lineas de B o sea (mxp) y (pxn)
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DEMOSTRACION DE LAS LEYES ANTERIORES
En las pruebas que siguen se evita el uso de la matriz "C" como tal, con objeto de no introducir
confusion, pues se ha reservado como matriz de las celdas o posiciones:

Ley conmutativa en la Adicion: Supéngase dos matrices del mismo tamano, entonces:
A+B=[a;+ by =[by+a]=B+A
Ley conmutativa en la multiplicacion:

a) Entre dos Matrices cuadradas de tamafio "n": De no ser cuadradas, al conmutarlas, una de las

dos multiplicaciones no es conforme

AB = {;aikbkj} # {;bikakj} =BA

La primera de estas expresiones (a la 1zquierda del signo desigual) indican el producto de los
vectores linea de A por los vectores columna de B, en tanto que aquella a la derecha implica el
producto de los vectores linea de B por los vectores columna de A, que obviamente no arrojarin
el mismo resultado, es decir, los valores en las celdas homdélogas de ambas matrices (AB y BA)
no serdn iguales. El producto del vector en la linea "i" de A por aquel en la columna "j" de B, no
es igual al producto del vector en la linea "i" de B por aquel en la columna "j" de A. Sin embar-
go, por razones obvias, la igualdad se da en los siguientes casos especiales: Si A'y B son iguales,
si una es inversa de la otra, si ambas son diagonales o si una de ellas es nula o unitaria.

b) Entre una Matriz y un Vector: Si se compara el producto de la multiplicacién de una matriz por

un vector (3, pg 23) al lado 1zquierdo del signo de desigualdad en la expresion siguiente, y el
producto inverso (pg 30) al lado derecho de dicho signo, se ve que el primero es igual a la mul-
tiplicacién de las lineas de la matriz por el vector, mientras el segundo es igual a la multiplica-
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ci6én del mismo vector pero por las columnas (distintas a las lineas) de la matriz, por lo que los
productos tienen que ser enteramente distintos.

Sos] ¢ [$]

c) Entre una constante y una Matriz: kA = K[a;] = [ka;] = [a;k] = [aj]k = Ak. Ver Multiplicacion de
una constante por una matriz, pg 26

Ley asociativa en la Adicion:
A+ (B+D)=[ay] + [b; + di] = [a; + by + dy] = [a; + by] + [dy] = (A+B) +D
Ley asociativa en la Multiplicacion:

a) Entre escalares y matrices:

p p p
k(AB) = k|:zaikbkj:| = |:Zkaikbkj:| = |:Z(ka)ik(bkj):| = (kA)B
k=1 k=1 k=1

b) Entre Matrices: A(BD) = (AB)D

Esta demostracion es un poco larga y, con objeto de no provocar distraccion respecto a lo que
este capitulo se propone, se incluye como ejercicio No 4 en el Apéndice 2, pg 314.

Noétese que AD, DB, BA y DB, no son conformes, es el orden de multiplicacion lo que las hace
conformes, por lo que el mismo no puede alterarse. Siempre que haya conformidad entre los
productos, esta ley puede extenderse a mayor nimero de matrices.

Ley distributiva entre Matrices: Sea A de tamano mxp; B y D de tamano pxn, entonces:
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El producto A(B+D) es igual al producto de cada vector linea de A por cada vector columna de
(B+D) es decir:

ai[b; + dj] que, de acuerdo con la ley distributiva para vectores (cuadro pg 19) es igual a
aib; + ad; = AB + AD
Ley distributiva entre Matrices y escalares:
a) Entre un escalar y varias Matrices: Sean un escalar y dos matrices del mismo tamario:

K(A + B) = K[ay + by

Donde los subindices iguales indican los elementos homélogos de cada matriz; entonces, es claro
que dos nimeros &; y bjj pueden sumarse antes o después de multiplicarse por un factor comtn a
ambos, obteniéndose en ambos casos, el mismo resultado, es decir:

k(A + B) = k[ay + by] = [kay; + kby] = kA + kB
b) Entre varios escalares y una Matriz: Sean una matriz y dos escalares:

Ak +K) = [ag](k + k)

Donde aj representa a cada elemento de A, entonces un ndmero a;; puede multiplicarse por otros
dos y luego sumarse, o multiplicarse por la suma de esos otros dos, obteniéndose el mismo resulta-
do, es decir:

Ak + K) = [ail(k + K) = [a]k + [a]K = Ak + AK

CLASES DE MATRICES II

Al igual que algunas operaciones (como la multiplicaciéon de dos matrices) la siguiente clasifica-
cién no goza necesariamente de una razén explicable, responden a la necesidad del lenguaje ma-
tricial de referirse a ellas, en forma rapida, sin describirlas cada vez. Asi, atendiendo a su formay
las caracteristicas de sus elementos, se distinguen las siguientes clases de matrices:
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Matrices iguales: Dos matrices son iguales si son idénticas, es decir si los valores en sus posiciones
homologas son iguales; dicho de otra manera, una matriz sélo es igual a si misma.

Matriz Transpuesta: Una matriz cualquiera (ampliada o no) puede expresarse también por medio
de sus vectores linea, equivalentes a los coeficientes de un sistema de ecuaciones, escritos como
columnas (pg 05, en Vectores) en cuyo caso se dice que una, cualquiera de ellas, es transpuesta
de la otra. A continuacién se muestran las dos matrices de las pgs 01 (final) y 02 (principio) y sus
correspondientes transpuestas, que se distinguen con la letra "t" como superindice:

12 3 4 % 2 1%

A=|5 6 7 8 Al = 3711

9 10 11 12 48 12
a; Qpp - Qg a;; Ay vt Qg
A=|82a 82 - 8x| At=|812 82 v 8m
am:L am2 a'mn a1n a'2n amn

En lenguaje algebraico, A, se lee "transpuesta de A" y se expresa: [aji] = [aij]'; asi, un elemento "aij"
en la posicion cij de A, se encontrard en la posicion cji de A, por lo que también es vilida la si-
guiente relacion entre los elementos de ambas:

t — t :
ajj = 8;i, donde a; y @jj representan ambos a cada elemento de la matriz transpuesta.

Debe notarse que [ajj]' indica que la matriz ha de transponerse, en tanto que [a;] es la matriz ya
transpuesta. (mds detalles sobre esta nomenclatura en 1), Apéndice 2, pg 303).

Observaciones

1) En las celdas de la matriz transpuesta, "j" significa ahora la linea e "i" la columna que definen su
posicién; es dectr, su significado depende de la posicidn, la primera en el subindice es linea y la
segunda columna y en ambas se encuentra el elemento a;.
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2) En la matriz fuente, "m" es la cantidad de lineas y "n" la de columnas, de suerte que si la matriz
fuente "A" es de tamafio mxn, la transpuesta serd de tamano nxm.

Matriz simétrica: Aquella matriz cuadrada que es igual a su propia transpuesta.

a;; 8 A3 Ay
i, 83 83 Ay
Q13 Qdp3 dz3 Ay
d)y Ay Az Ay

A:At:AS:

Es decir, A = A'o [cji = ¢ij], en que la posicién externa de los paréntesis rectangulares indican que la
igualdad es entre los elementos en dos diferentes posiciones o celdas de una misma matriz, no
entre los de una matriz y los de su transpuesta.

Obsérvese de nuevo que, cuando se hace referencia a posiciones de celdas, tanto "i" como "j" pue-
den indicar linea o columna, dependiendo de su posicién en el subindice

Matriz oblicua o antisimétrica: Matriz cuadrada en que los elementos en sus posiciones trans-
puestas tienen distinto signo. La siguiente matriz es la oblicua de la simétrica anterior

0 a;, -3 Ay
-a;, 0 -a, ay
a3 Ay 0 ay
-8y, -8y -85 O

Aas —

Es decir, A = =A' o [cij = —Cji], en que la posicién de los paréntesis rectangulares indican que la
igualdad es entre los elementos en dos distintas posiciones de una misma matriz. Los elementos
en la diagonal son todos ceros, porque esas posiciones son las transpuestas de si mismas y el tnico
ndamero con la propiedad de ser igual a si mismo cambiado de signo, es cero; en €y, por ejemplo,
en la misma casilla habria que escribir @z, y —ap,.
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Matriz triangular: Matriz cuadrada cuyos elementos arriba o debajo de la diagonal son todos ceros,

denomindndose triangular inferior y triangular superior respectivamente.

a; 0 0 O 8, A Qi3 Ay
ay a, 0 0 0 a, ay; ay
ay azp ag O 0 0 az ay
Qg1 Qg Au3 Ay 0 0 0 ay
triangular inferior triangular superior

Matriz candnica o escalonada reducida: Mediante la aplicacion repetida de las OPERACIONES
ELEMENTALES (pg 08) es posible modificar el aspecto de una matriz de cualquier tamano, hasta
reducirla a canénica, sin alterar el valor de las resoluciones de las ecuaciones que representa, por lo
que se dice que es equivalente por lineas a la matriz fuente y a todas las intermedias, obtenidas
al aplicar las operaciones elementales (ver también Matriz Equivalente por lineas, pg 13).

Las caracteristicas de una matriz canénica son:

1) El primer elemento con valor significativo en cada linea es "1" y se denomina elemento direc-
triz; a la columna que lo contiene se denomina columna directriz y todos los demas elementos
en dicha columna son ceros. Si "r" (de "rango", un concepto (pg 54) con el que conviene co-
menzar a familiarizarse aunque se estudiard formalmente mds adelante, en pg 109) denota el

ndmero de columnas directrices. En una matriz de tamafio mxn hay "r" columnas directrices y

"n —r" columnas no directrices.

2) El elemento directriz en cada linea se encuentra ubicado a la derecha de los elementos directri-
ces en las lineas arriba de ella.

3) Las lineas con solamente ceros, se ubican al final de las que tienen elemento directriz.
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Ejemplos:

100 3
1o 10 -2
A=l00 1 6

000 O

4
-5 —
7 B=
0

|

OOk

(@ N @ N

ORr O

OoON W
OO

0
_lo
0

QOO

RLPOOO

QOO

(o)) o)

(e} Y eole)

Las matrices A, B y D, son canonicas, pero la C no cumple los requisitos 2 y 3 hasta que sus lineas
se reordenen, mediante operaciones elementales sobre sus lineas, hasta ser igual a D. A veces, la
matriz canoénica es igual a la matriz identidad, o, dicho de otra manera, una matriz identidad es

siempre canénica

Matriz escalonada: s una matriz alcanzada durante el proceso de cédlculo de la canénica y cum-
ple con todos los requisitos de ésta, excepto que los demds elementos en las columnas directrices

no son necesariamente ceros; a continuacién dos ejemplos;

1 a;, ag
0 1 a,
0O O 1
0O O 0

a4 Qs
0 ay
Az, Adgs
1 ay

0

0 1
0 O
0 O

Ay3

ayy

ayy
1
0

a5

0

azs

0

A6

A6
A3g

Matriz idempotente: Una matriz (cuadrada) tal que A® = A, para cualquier valor entero de "z".
Todas las matrices unitarias son idempotentes.

2 -2 -4
porque: A>=A’=A’=|-1 3 4||-1 3
1 -2 -3

2 -2
La matriz|-1 3
1 -2

-4
4} es idempotente
-3

H

2 -2
1 -2

-4
4
-3

2

-2
-1 3
1 -2

-4
4
-3
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Matriz impotente (en inglés: nil-potent): Una matriz cuadrada tal que A* = 0, para "z" igual a cier-
to valor entero y todos los enteros mayores que €él, es impotente de indice "z".

1 1 3
La matriz { 5 2 6 } es impotente de indice 3, porque
-2 -1 -3

1 1 371 1 3
A’2=|5 2 6|5 2 6|=
-2 -1 -3||-2 -1 -3
0O 0 O0l[1 1 3
A®*=|3 3 9|5 2 6
-1 -1 -3|[-2 -1 -3

Las matrices triangulares con los elementos diagonales iguales también a cero, son todas impoten-

tes de indice 1gual al tamafio de la matriz, Asi, la matriz:

0 a, a3 ay

0 0 ay ay

0 0 0 a,

0O O 0 0

es impotente de indice 4, porque:

0 a, a3 a0 a, a;p a; 0

A2 = 0 0 a,; ay |0 0 ay ay|_|0

0 0 0 a,|0 O 0 a,l| |o

0O O 0 0|0 O 0 0 0

0 apay; a;ay taay

0 0 Q3834 y
0 0 0

0 0 0
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0 0 aja,; a8, +a;as; (|0 a5, a3 ay 0 0 0 a,ayuasy
A3: 0O 0 0 8.236134 0 0 3-23 ayy = 0O 0O y
00 0 0 0O 0 0 agy| |0 0O 0
00 0 0 0O 0 0 O 0 0O 0

0 0 0 @884 (|0 @, a3 ay,| [0 0 0 O
A3 = 0O 0O 0 0 0 Ayz Ay, — 0 00O
0 0O 0 0 0 0 ag 0 00O
0 0O 0 0O 0 0 O 0 00O

PROPIEDADES DE LAS MATRICES |
Antes de estudiar esta parte, debe estudiarse concienzudamente el Apéndice 2 REPRESENTA-

CION ALGEBRAICA DE LAS OPERACIONES CON VECTORES Y MATRICES (pg 303) y no de-
be olvidarse que cj es una posicién en la matriz C, en la que se anota, por ejemplo, el resultado de
una operacion entre otras matrices; todas las otras letras con subindices son los nimeros en las

posiciones indicadas por cj.
Propiedad No 1: La matriz transpuesta de la suma de dos matrices es igual a la suma de las transpuestas
de cada una de ellas. Fsta Propiedad no requiere demostracion alguna, ya que dos ndmeros pueden

sumarse y después trasladarse a otra posicion, o trasladarse previamente a esa posicion y luego su-
marse, el valor en la posicién a que se trasladaron serd el mismo en ambos casos. Escribiéndolo

algebraicamente:

(A+B)=A"+B'

Propiedad No 2: La transpuesta del producto de dos matrices es igual al producto de las transpuestas de
cada una; en orden inverso, es decir:
(AB)' = B'A'
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A la celda c¢; del producto C = (AB)', le corresponde (ver dltima ecuacién de 7), Apéndice "2", pg

311) el siguiente valor:

P
para C = (AB)": Cyj = Zajkbki (1)
k=1

Por otro lado, a la celda c¢;j del producto C = A'B', de acuerdo con la segunda ecuacion de 4, Apén-
dice 2, pg 306, le corresponde el valor:

p
¢y = 2 abik
k=1

Lo que significa que los elementos del producto conmutado B'A' son:
p
para C= BtAtZ Cij = Zbkiajk
k=l

Que es igual a la expresion (1) anterior ya que el orden de los factores no altera el producto, con lo
que se confirma que:

(AB)' = B'A"
No debe olvidarse que la matriz A debe ser de tamafio mxp, y la B, de tamano pxn, para que las
operaciones sean conformes.

Propiedad No 3: La suma de una matriz cuadrada y su transpuesta es una matriz simétrica. Si no es

cuadrada la suma no es conforme porque la transpuesta serd de diferente tamafo.
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C=A+A=A
Los valores en cada celda de C, seran: Cj = a&; + aj = a + aj, ver 1, Ap 2, pg 303
En la celda transpuesta ¢; de tal matriz C habra Cji = & + a}i = a; + &, ver 1, Ap 2, pg 303

Asi, en ¢j y en ¢ji habrd el mismo valor (a; + &), lo que implica que la matriz C es simétrica; de A,
es decir, C = A®, 0 sea:
A+A=A

Propiedad No 4: La diferencia entre una matriz cuadrada y su transpuesta es una matriz antisimétrica.

Si no es cuadrada la resta no es conforme porque la transpuesta serd de diferente tamaro.
C=A-A'=A®

Los valores en cada celda de C, sera: cj = a; — j= a; — ay;, ver 1, Ap 2, pg 303

En la celda transpuesta cj de tal matriz C habra Cji = a; — 5= a; — ay, ver 1, Ap 2, pg 303

Es decir que en ¢j y en ¢; habra el mismo valor, pero cambiado de signo, lo que implica que la
matriz C es antisimétrica u oblicua; ademads, obsérvese que C = A, o sca:

A-A=A®

Propiedad No 5: Toda matriz cuadrada puede expresarse como la mitad de la suma entre su matriz simé-
trica y su antisimétrica (oblicua), es decir:

A=_(A°+A®)
donde A® es simétrica y A* antisimétrica, ambas de A.

De acuerdo con las propiedades "3" y "4" anteriores:
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A*=A+A" (simétrica)

y A* = A—A' (antisimétrica)
sumando se obtiene: A+ A% = 2A

de donde: A= ';(AS + A%)

que también puede expresarse: A= %(A +AY+ %(A -AY

La ultima expresién permite describir esta propiedad de otra manera: Toda matriz cuadrada puede
expresarse en funcion de ella misma y su transpuesta..

Observaciones:
1) Para obtener la matriz simétrica de una matriz cuadrada, simese a esta su transpuesta (Pro-
piedad No 3).

2) Para obtener la matriz antisimétrica u oblicua de una matriz cuadrada, réstese a esta su trans-
puesta (Propiedad. No 4).

3) Cualquier matriz cuadrada puede expresarse como la suma de otras dos, una igual a la mitad
de su simétrica y otra igual a la mitad de su antisimétrica (Propiedad. No 5, anterior).

Propiedad No 6: La multiplicacion de un vector por una matriz es igual a la multiplicacion de la trans-
puesta de la matriz por el vector, es decir:

aB =B'a

el producto a la izquierda del signo igual sera:
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b11 b12"' bln a1b11+a2b21+' m

--a bml
aB:[al a,... am] b:21 b22 b:2n = alb12+a2b2'2+"'ambm2

b me bmn a1b1n +a2b2n +"'ambmn

mil
el producto a la derecha del signo igual serd

b11 b21"' bml a; a1b11+a2b21+"'ambm1
Bla= [Pz Do Dup || 8y |Z|@byy 8505 +---a,Dpy

b1n b2n b an albln +a2b2n +”'ambmn

Como los dos resultados son iguales, la Propiedad queda probada.

RESOLUCION DE ECUACIONES UTILIZANDO LA MATRIZ CANONICA

Resulta facil comprender que la obtencién de la matriz canénica (pg 39) mediante la aplicacién de

las operaciones elementales sobre sus lineas, partiendo de una ampliada (ecuaciones no homogé-

neas) o de una no ampliada (ecuaciones homogéneas) permite el calculo inmediato de las resolu-

ciones de un sistema de ecuaciones. La matriz ampliada de un sistema de ecuaciones no homogé-

neo, expresado en su forma matricial Ax = ¢ (pg 24) es igual a la matriz de coeficientes, ampliada

con la columna de los elementos de ¢, lo que se observa claramente en el ejemplo siguiente.

Ejemplo: Reducir a canénica la matriz de coeficientes correspondiente a la ampliada obtenida del

sistema de ecuaciones mostrado en el ejemplo de la pg 09, que para mayor comodidad se reprodu-

ce a continuacion; a la derecha se ilustra la matriz ampliada correspondiente:

ax, — 2X, + X3 + 3x, = 19 4 -2 1 31|19
2X, + 3%, — 8x; + 4x, = -13 |2 3 -8 4 |-13
5, + 2X, - 3X; + x, = 3 5 2 -3 1| 3
3x, — 4x, + 6x; — 2x, = 20 |3 -4 6 -2]20
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El cuadro siguiente muestra el orden y las operaciones elementales que se aplican a la matriz am-

pliada anterior (que es lo mismo que aplicarlas directamente a las ecuaciones, la ventaja es la eco-

nomia de espacio y tiempo al no escribirse las incgnitas) para reducirla a canénica.

gép.fﬁc; Descripcion ggﬁﬁ; Descripcion
1 L,(1/4) 6 L43(0.06)
2 L21(-2); L31(-5);L41(-3) U L4(-1/2.75)
3 L,(1/4) 8 L;,(0.50)
4 Ls2(-4.50); L4,(2.50) 9 L13(0.81); L,3(2.13)
5 |Ls(1/5.30) 10 |L1a(-0.21); L,4(1.60); Lss(1.05)

A continuacién se muestran las operaciones descritas en el cuadro anterior. Con la operacién No 7
se alcanza la matriz escalonada y pueden despejarse las incognitas desde la dltima linea hacia arri-
ba, a este método se denomina Eliminacion de Gauss; al método total seguido hasta alcanzar la
matriz escalonada reducida o canénica, se le denomina Eliminacion de Gauss—-Jordan y en ésta
se obtienen las resoluciones directamente, sin necesidad de despejar. En las matrices equivalentes

que siguen, obtenidas al aplicar las operaciones elementales indicadas, se escriben las cantidades

con dos decimales (excepto cuando son enteros) con lo que légicamente se pierde la precision de

los resultados; el resultado final es exacto porque los cilculos se hicieron con la hoja electrénica

Excel, que permite muchos decimales y porque las resoluciones son nimeros enteros, como ya se

sabe.

1) Ly(1/4)

1 -050 0.25 0.75|4.75
3 -8 4| -13
2 -3 1 3

-4 6 -2 20

2
5
3

2) |—21(—2); |—31(—5); |—41(—3)

1 -050 025 0.75 4.75
0 400 -850 2.50 |-22.50
0 450 -425 -2.75|-20.75
0 -250 525 -425 5.75
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3) Lo(1/4) 4) L32(-4.5); La2(2.5)
1 -0.50 0.25 0.75 4.75 1 -0.50 0.25 0.75| 4.75

0 1 -213 063| -563| |0 1 -2.13 0.63 | -5.63
0 450 -425 -2.75 -20.75| |0 0 531 -556 4.56
0 -250 525 -425| 575| |0 0 -0.06 -269|-831
5) Ly(1/5.31) 6) L43(0.06)
1 -050 025 075| 475][1 -050 025 0.75| 4.75
0 1 -213 063 563| |0 1 -213 063 -563
0 0 1 -1.05| 0.86] |0 0 1 -1.05| 0.86
0 0 -006 -2.69 | -831| |0 0 0 -2.75|-8.26

7) Lu(=1/2.75)

1 -050 025 0.75 | 4.75 1| X1 X, — 0.50x, + 0.25x; + 0.75x, = 4.75

0O 1 -213 0.63 |-5.63]|X, X, — 2.13x; + 0.63x, = -5.63

0 0 1 -1.05| 0.86 || x, X3 —- 1.05x, = 0.86

0 0 0 1 3 X X — 3
4 4

Multiplicando la matriz escalonada por el vector de las incégnitas, se obtiene el sistema de ecua-
ciones lineales mostradas a la derecha, de donde pueden despejarse las incognitas, en forma relati-
vamente ficil, pero solamente se obtendrdn resultados precisos si se incluyen en el cilculo sufi-
cientes cifras decimales. Como el cdlculo se inicia por la dltima ecuacién, que suministra directa-
mente el valor de X4, que substituido en la tercera ecuacién, permite despejar xs, y asi sucesiva-
mente hacia arriba, a este procedimiento se denomina substitucion en reversa.

A continuacién se contintian los cilculos hacia la obtencién de la matriz canénica:

8) L12(0.5) 9) L15(0.81);L5(2.13) 10)L14(0.21);L 24(1.60);L34(1.05)
10 -081 075(475] [1 0 0 021| 264 100 0/2
0 1 -213 063 |563| [0 1 0 -1.60 | —3.80 0 1001
00 1 -1.05/086| [0 O 1 -1.05| 0.86 00 104
0 0 0 1 3| |[ooo 1 3 000 13
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esta matriz canénica puede plantearse en forma matricial incluyendo el vector de las incégnitas, de
la manera siguiente:

100 Of|X| [2] X2 = 2
0 1 0 Of|X,| 1] x, =1
0 010 X3 14 Xg = 4
0 O 0 1 X4 3 X4 — 3

Al efectuar la multiplicacién indicada, se obtienen directamente los valores de las incognitas, de
manera mds precisa que con la matriz escalonada pues las operaciones se hacen todas con la hoja
de cdlculo. Una consideracién ordenada de la resolucion de diferentes sistemas de ecuaciones se
presenta en el Capitulo 2, CLASES DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES (pg 52)

RUTINA DE CALCULO

Para calcular una matriz escalonada (pg 40) o una escalonada reducida (candnica, pg 39), se pre-
senta, a continuacién, un procedimiento que aprovecha las facilidades de la hoja de cdlculo Excel,
de Microsoft, y es mds rutinario que el utilizado en el tema anterior RESOLUCION DE ECUA-
CIONES UTILIZANDO LA MATRIZ CANONICA, pg 46. Un instrumento valiosos de dicha hoja es
el comando Ediciéon>Pegado Especial, debiendo tenerse cuidado con que este comando no fun-
ciona bien, si los valores por los que se opera una parte o toda una matriz, se encuentran dentro de
dicha parte o matriz, por lo que primero deben sacarse de los mismos, pegarse en otro espacio de
la hoja y luego usar el comando Copiar, antes del Edicion>Pegado Especial. El procedimiento, que
parte de una matriz ampliada obtenida de un sistema de ecuaciones lineales, es el siguiente:

1) Seleccidnese la columna en el extremo izquierdo de la matriz ampliada (si hubiera ceros en esta
columna, previamente pésense las lineas que los contienen hasta la parte de abajo de la matriz y
no se tome en cuenta estas lineas en esta operacion) selecciénese el comando Edicion>Copiar.
En una columna fuera de la matriz (se recomienda a la derecha de la misma) apliquese Edi-
ci6on>Pegar y en seguida Edicion>Copiar de nuevo.
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2) Selecciénese toda la matriz ampliada (exceptuando las lineas con ceros que al inicio se traslada-
ron hasta abajo) y apliquese Edicion>Pegado Especial, elijase la opcion "dividir” y luego "Acep-
tar". Cada vector linea de la matriz sera dividido por su valor en el extremo izquierdo, de modo
que los valores en la columna al extremo izquierdo de la matriz serdn todos iguales a uno.

3) Selecciénese toda la linea superior y apliquese Edicion>Copiar; seleccionese todas las lineas por
debajo de la superior (no incluya en la seleccion, las lineas con cero en la primera columna, que
antes trasladé hacia abajo) y apliquese Edicion>Pegado Especial, elijase la opcion "restar” y lue-
go "Aceptar”. El vector linea superior serd restado de cada uno de los demds (por debajo de él) y
la columna en el extremo izquierdo de la nueva matriz, tendrd uno en su extremo superior y ce-
ros en las demads celdas.

4) Repitase el mismo procedimiento para la segunda columna sin tomar en cuenta la primera linea
ni la primera columna. Si en cualquier momento aparece una linea con sélo ceros, trasladese al
final de la matriz e igndrese totalmente su existencia para los cdlculos subsiguientes. Al termi-
narse las columnas de la matriz de coeficientes, se tendrd una matriz de coeficientes triangular
superior (pg 39).

5) Para continuar hacia la matriz canoénica (pg 39), selecciénese el segundo vector (linea) y copie-
se en una linea fuera de la matriz triangular, se recomienda debajo de la matriz. En la matriz,
elijase el valor en la linea superior a la copiada y que pertenece a la columna directriz (pg 39)
es decir el valor sobre el uno de la linea copiada y apliquese Edicion>Copiar, luego selecciénese
toda la copia de la segunda linea (pegada fuera de la matriz) y apliquese Edicion>Pegado Espe-
cial, elfjase la opcién "multiplicar” y "Aceptar”, el estudiante se percatard de lo que ocurre y
comprenderd el procedimiento. Seleccionada la linea recién multiplicada, apliquese Edi-
cién>Copiar y selecciénese el primer vector completo en la matriz y apliquese Edicion>Pegado
Especial, opcion "Restar” y "Aceptar"; ahora el valor a la derecha del uno en la primera linea serd
cero.
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6) Repitase el paso 5 de la siguiente manera: Haga dos copias del tercer vector, en el drea bajo la
matriz en proceso, ya que tendrd dos valores sobre la columna directriz (sobre el uno inicial) del
tercer vector linea; Selecciénense los dos valores sobre el uno de la tercera linea y luego Edi-
cién>copiar, selecciénense las dos lineas copiadas bajo la matriz y luego Ediciéon>Pegado Es-
pecial, opcién "Multiplicar” y "Aceptar”; con estas dos lineas adn seleccionadas, selecciénese
Edicion>copiar, selecciénense ahora las lineas primera y segunda en la matriz y Edi-
ciéon>Pegado Especial, opcién "Restar" y "Aceptar"; ahora se tendrdn dos ceros a la derecha del
uno en la primera linea y un cero a la derecha del uno en la segunda linea

7) Repitase el paso seis para la matriz en proceso, hasta obtener la matriz canénica, pero cada vez
haga una copia mas del vector correspondiente, bajo la matriz. El resto del procedimiento es
facil de intuir al utilizarlo

Como ejercicio, el estudiante debe aplicar esta rutina a la resolucién del ejemplo de la pg 46 y
observar que el sistema propuesto, no obligado pero recomendable, equivale a la aplicacién de las
operaciones elementales empleadas en dicho ejemplo.
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